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Beispielaufgabe Abiturprifung bis 2025
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

Aufgabenstellung
Gegeben ist eine Schar von ganzrationalen Funktionen f, durch die Funktionsgleichung

f(x)=e™ ((x-k)*-3-(x—k)+k?), xe R mit k>-0,5.
Die Graphen von f, fir k=-0,5, k=1 und k=2 sind in der Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1
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a) (1) Skizzieren Sie den Graphen von f, im Intervall [-2;2] in Abbildung 1.

(2) Der Graphvon f, schlieRt mit der x-Achse im zweiten Quadranten die Flache A, ein.

Bestimmen Sie rechnerisch die GroRe dieser Flache.
[Zur Kontrolle: A, =2,25 FE]

(3) Gegeben ist die Gerade g mit der Funktionsgleichung g(x)=-2x, xR .
Bestimmen Sie das Verhéltnis, in dem die Gerade g die Flache A, aus (2) teilt.

(2 + 5 + 4 Punkte)

b) Der lokale Hochpunkt des Graphen von f, ist in Abhdngigkeit von k gegeben durch
H (k-1]e™ (2+k%)).

Ermitteln Sie den Wert von k mit —0,5<k <10, fiir den der Abstand des Hochpunktes H,
zum Ursprung minimal ist.

(4 Punkte)

c) (1) Bestimmen Sie rechnerisch die Koordinaten des Wendepunktes des Graphen von f, in
Abhéangigkeit von Kk .
[Zur Kontrolle: Fir die x-Koordinate des Wendpunktes gilt x,, =k .]

Auf dem Graphen der Funktion w mit w(x)=e™-x*, x >—-0,5 liegen die Wendepunkte der
Graphen von f, mit k >-0,5 . Den Graphen von w nennt man Ortskurve der Wendepunkte
der Funktionenschar.

(2) Bestimmen Sie rechnerisch das globale Maximum von w.
Hierbei darf ohne Nachweis w"(x) = (x* —4x+2)-e™ verwendet werden.

(3) Gegeben sei die Funktion j mit der Gleichung j(x)=3-e 2 .(x-2)° , xe R .
Der Graph dieser Funktion ist die Ortskurve der Wendepunkte einer weiteren
Funktionenschar v, mit ke IR.
Geben Sie eine Funktionsgleichung dieser Funktionenschar v, an.
(5 + 7 + 2 Punkte)
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Im Folgenden wird die Abkiihlung eines Bechers Kaffee bei einer Raumtemperatur von 18 °C
in Abhangigkeit von der Zeit untersucht. Dazu wird die Temperatur des Kaffees in Grad
Celsius in Abhangigkeit von der Zeit in Minuten bestimmt. Die Tabelle gibt zwei der
Messergebnisse an.

Zeit in Minuten 1 10

Temperatur in Grad Celsius 71 51

d) Der Abkihlvorgang in den ersten 10 Minuten soll durch eine Funktion u, mit
u(t)=a+b-e*, ab,celR, c>0 mit 0<t<10 modelliert werden.

Dabei gibt u, die Temperatur des Kaffees in Grad Celsius an und t die Zeit seit Beginn
der Untersuchung in Minuten.

Begriinden Sie, dass a = 18 gilt und bestimmen Sie dann die Werte von b und ¢ ausgehend
von den Angaben in der Tabelle.
[Kontrolllésung mit gerundeten Werten: u, (t) =18+55,86-¢

—0,053»t]

(5 Punkte)

Nach 10 Minuten wird dem Kaffee kalte Milch zugefligt und die Temperatur der Mischung im
Anschluss daran noch weitere 15 Minuten gemessen. Zum Zeitpunkt t = 11 liegt bereits eine
gleichmé&Rige Kaffee-Milch-Mischung vor.

e) Firden Zeitraum 11 <t <25 also fir den Zeitraum nach der Zugabe der kalten Milch
lasst sich der Abkuhlvorgang der Mischung naherungsweise durch die Funktion u, mit
u,(t) =18+36-e %", 11 <t <25 modellieren.

Dabei gibt u, die Temperatur der Mischung in Grad Celsius und t die Zeit in Minuten seit
Beginn der Untersuchung an. Der Graph von u, ist monoton fallend.

(1) Bestimmen Sie, wie lange es ab dem Zeitpunkt t = 11 dauert, bis die Temperatur im
Kaffeebecher unter 41 °C sinkt.

(2) Bestimmen Sie die mittlere Temperaturéanderung des Kaffees im Zeitraum 0<t <10
vor der Milchzugabe und im Zeitraum 11 <t <21 nach der Milchzugabe.
Vergleichen Sie die Ergebnisse im Sachkontext.

(2 + 4 Punkte)
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Zugelassene Hilfsmittel:

e GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
e Mathematische Formelsammlung
e Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung
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Unterlagen fur die Lehrkraft

Beispielaufgabe Abiturprifung bis 2025
Mathematik, Leistungskurs

Prifungsteil B: Aufgaben mit Hilfsmitteln

1. Aufgabenart/Inhaltsbereich

Innermathematische Argumentationsaufgabe / Aufgabe mit realitdtsnahem Kontext / Ana-
lysis

2. Aufgabenstellung:

siehe Prufungsaufgabe

3. Materialgrundlage
entfallt

4. Bezlge zu den Kernlehrplanen und den Vorgaben 2024

Die Aufgaben weisen vielfaltige Beziige zu Kompetenzbereichen und Inhaltsfeldern des
Kernlehrplans bzw. zu den in den VVorgaben ausgewiesenen Fokussierungen auf. Im Fol-
genden wird auf Bezlige von zentraler Bedeutung hingewiesen.

1. [Inhaltsfelder und inhaltliche Schwerpunkte
Funktionen und Analysis
e Funktionen als mathematische Modelle
e Fortfiihrung der Differentialrechnung
- Behandlung von ganzrationalen Funktionen, nattirlicher Exponential- und Loga-
rithmusfunktion und deren Verknlpfungen bzw. Verkettungen mit Untersu-
chung von Eigenschaften in Abhangigkeit von Parametern
- notwendige Ableitungsregeln (Produkt-, Kettenregel)
e Grundverstandnis des Integralbegriffs
o Integralrechnung

2. Medien/Materialien:
o entféllt

5. Zugelassene Hilfsmittel

GTR (Grafikfahiger Taschenrechner)
Mathematische Formelsammlung
Worterbuch zur deutschen Rechtschreibung

[N

Die Aufgabenstellung deckt inhaltlich alle drei Anforderungsbereiche ab.
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6. Modellldsungen

Die jeweilige Modellldsung stellt eine mogliche Losung bzw. Lésungsskizze dar.
Der gewahlte Lésungsansatz und -weg der Pruflinge muss nicht identisch mit dem
der Modellldsung sein. Sachlich richtige Alternativen werden mit entsprechender
Punktzahl bewertet (Bewertungsbogen: Zeile ,,Sachlich richtige Lésungsalternative
zur Modelllésung*).

Teilaufgabe a)
(1) Esgilt f,(x)=x>-3x.

(2) Nullstellenvon f, : f,(x)=0< x=- 3vx=0vx=+/3 .

Wegen f,(-1) =2 liegt die im zweiten Quadranten eingeschlossene Fléche oberhalb

der x-Achse.

F, mit Fo(x):%x“—gx2 ist eine Stammfunktion von f; .

Die GroRe der eingeschlossenen Flache im zweiten Quadranten ist durch

Ay = T f, 0dx = [F,(x)]° 5 = K, (0) - F,(—/3) =2,25 [FE] berechenbar.
G
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Die Schnittstellen der Graphen von f; und g sind -1, 0 und 1.

Man erkennt in der Abbildung, dass die Gerade somit von —1 bis 0 unterhalb des Gra-
phen von f, verlduft.

Fir die GroRe der von den Graphen von f, und g im zweiten Quadranten eingeschlos-
0

senen Flache gilt somit J-(fo(x) —g(x))dx=0,25.
-1

0,25

2,25

. Das Verhaltnis der beiden Teilflachen ist 8:1.

|

Teilaufgabe b)

Fur den gesuchten Abstand gilt: d(k) = \/(k—l)z +(e‘k .(2+ kz))2 :

Gesucht ist der Wert k mit —0,5<k <10, fur den der Abstand d(k) minimal ist.
Der Taschenrechner liefert k ~1,3.

[Auch eine grafische Analyse des Graphen von d mit dem Taschenrechner ist vorstellbar.]

Teilaufgabe c)

1)

()

(3)

Esgilt f'(x)=e™-(3-(x=k)*=3), f "(x)=e"-6-(x-k) und f,"(x)=6-e7".

Die fiir eine Wendestelle von f, notwendige Bedingung f, "(x) =0 ist fir X =k erfiillt.
Mit f "(k) >0 und f (k)=e™-k® hat f, den Wendepunkt W, (k|e™-k?).

W (X)=(-1)-x*-e ¥ +2x-e ¥ =e ¥ (-x* +2X) .

Die fiir lokale Extremstellen von w notwendige Bedingung w'(x) =e ™ -(=x* +2x) =0
ist fir x =0 und x =2 erfillt.

Wegen w"(0)=2>0 und w"(2) =—-2e7 <0 und w(2) = 4e™ hat w den lokalen
Hochpunkt H(2|4e7?).

Da es nur die zwei berechneten lokalen Extremstellen gibt und der lokale Hochpunkt
bei der rechten Extremstelle liegt, reicht die Betrachtung des Funktionswertes an der
linken Randstelle.

Mit w(-0,5) =e**-(-0,5)° ~0,41<4-e* ~0,54 ist 4e das globale Maximum.

Eine Funktionsgleichung von v, ist gegeben durch

W(0=30x-2) [ = 3" ((x-2-k) =3 (x-2-k)+k?) |
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Teilaufgabe d)

Langfristig néhert sich die Temperatur des Kaffees der Umgebungstemperatur von 18 °C
an. Somit gilt fur ¢ > 0: !im u(t)y=a=18.

u(l) =71 < 71=18+bh-e* <« 53=h.e”°,

u,(10) =51 <« 51=18+b-e*" <« 33=b-e™*,

GTR
g:e‘gc = ¢~0,053.
53

Aus 53=b-e % folgt b~55,86 unddamit u,(t)=18+55,86-e°%" .

=

Teilaufgabe e)

GTR

(1) u,(t)=18+36-e %' =41 = t~13,6.

Ab dem Zeitpunkt t = 11 dauert es etwa 2,6 Minuten, bis die Temperatur des Kaffees
unter 41 °C sinkt.

)
. (10)-u, (0 o
: (1())_3( ) z—2,30|: %inJ ’

21)-u,(11 0

Die mittlere Temperaturdnderung des Kaffees pro Minute vor der Milchzugabe ist
deutlich groiier als die mittlere Temperaturanderung der Mischung nach der Milchzu-
gabe.
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7. Teilleistungen — Kriterien / Bewertungsbogen zur Prufungsarbeit

Name des Priflings: Kursbezeichnung:

Schule:

Teilaufgabe a)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling maimal | ER2 ZK DK
Punktzahl
1 |(1) skizziert den Graphen von f in Abbildung 1. 2
(2) bestimmt die erforderlichen Nullstellen als Integrati-
2 . ) 3
onsgrenzen und gibt eine Stammfunktion an.
3 | (2) bestimmt rechnerisch die GréRe der Flache. 2
4 (3) bestimmt die GroRe der von den Graphen vonf, und 3
g eingeschlossenen Flache im zweiten Quadranten.
(3) bestimmt das Verhdltnis, in dem die Gerade die FI&-
® Iche A, teilt. .
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (11)
Summe Teilaufgabe a) 11
Teilaufgabe b)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 ermittelt den Wert von k, flr den der Abstand des Hoch- 4
punktes zum Ursprung minimal ist.
Sachlich richtige Lésungsalternative zur Modelllésung: (4)
Summe Teilaufgabe b) 4

2 EK = Erstkorrektur; ZK = Zweitkorrektur; DK = Drittkorrektur
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Teilaufgabe c)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 [(2) gibt die erforderlichen Ableitungen an. 2
5 (1) bestimmt rechnerisch die Koordinaten des Wende- 3
punktes des Graphen von f in Abh&ngigkeit von k.
(2) gibt einen Funktionsterm von w” an und bestimmt
3 |die moglichen Extremstellen mit einer notwendigen Be- 3
dingung.
4 (2) bestéatigt den lokalen Hochpunkt mit einer hinrei- 5
chenden Bedingung und gibt den Funktionswert an.
5 (2) berticksichtigt die Randstelle und bestimmt das glo- 5
bale Maximum von w.
6 (3) gibt eine Funktionsgleichung dieser Funktionenschar 2
an.
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (14)
Summe Teilaufgabe ¢) 14
Teilaufgabe d)
Anforderungen Losungsqualitat
Der Prifling amaal | EK ZK DK
Punktzahl
1 |[begriindet, dass a = 18 gilt. 1
2 |bestimmt die Werte von b und c . 4
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (5)
Summe Teilaufgabe d) 5
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Teilaufgabe e)

Anforderungen Losungsqualitat
Der Priifling amaxtmal | EK ZK DK
Punktzahl
1 (1) bestimmt, wie lange es ab dem Zeitpunkt t = 11 dau- 2
ert, bis die Temperatur unter 41 °C sinkt.
(2) bestimmt die mittleren Temperaturanderungen des
2 . -~ 3
Kaffees in den angegebenen Zeitrdumen.
3 |(2) vergleicht die Ergebnisse im Sachkontext. 1
Sachlich richtige Losungsalternative zur Modelllésung: (6)
Summe Teilaufgabe e) 6
Summe insgesamt 40
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